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1. L’kNONCti DES RkSULTATS 
Soit K une extension de degre fini du corps Qp des nombres p-adiques (p nom- 
bre premier impair). Designons par D l’anneau des entiers de K, par m l’ideal 
maximal de o, par k = o/m le corps residue1 de K et par w : KX -+ Z la valua- 
tion normalisie de K. Soient d E KX non carre et el , e2 E K deux elements dis- 
tincts non nuls. 
Dans cette Note, on s’interesse aux K-surfaces X qui sont lisses, projectives 
et K-birationnelles a la surface affine d’equation 
(1) y2 - dz2 = x(x - el)(x - e2); 
une telle surface est K(a)-birationnelle au plan projectif. Dans la suite, on 
note L = K(d). 
Les surfaces de Chltelet [2], [lo] en fournissent des exemples; elles sont de- 
finies dans P(0(2) @O(2) @ 0)) ( coordonnees y : z : f) au-dessus de la droite 
projective P~.K (coordonntes x : x’) par l’equation 
(2) y2 - dz2 = xx’(x - elx’)(x - e2x’)t2. 
Ce sont des fib& en coniques au-dessus de P 1,~ avec quatre fibres degentrees 
au-dessus de 0, el , e2 et co. Ces K-modeles lisses projectifs des surfaces (1) ont 
ete construits dans [5]. 
A la permutation de el, e2 pres, on peut supposer que w(e2) au(er ). En outre, 
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si l’on a VU(Q) > v(et), le changement de variable XI = x - er transforme 
I’equation (1) en 
(3) .J’? - dz2 = .Yr (.\.I - e()(s, - e;, 
avec e; = -et, ei = e2 - el et I’on aura li(e;) = II( on peut done supposer 
que pl(el) = v(er), ce que nous faisons desormais. On pose alors r = u(et) = 
?j(ez). 
Nous dtsignons par A”(X), le groupe des O-cycles de degrt 0 sur X, modulo 
I’equivalence rationnelle [I], [9], [lo]. Divers auteurs [4], [l l] ont cherche a cal- 
culer explicitement ce groupe. Un resultat dd a Colliot-Thelene [7, Proposition 
4.71 se resume ainsi: 
Proposition 1 (Colliot-Thelene). Supposons que I’extension L est non rumiJi&e. 
Pour toute K-surface X lisseprojective K-birationnelle ci la surface (1) Ie groupr 
Ao(X), est isomorphe 
(i) h0 sir estpair et v(e] - el) = r, 
(ii) d Z/22 sirestpairet v(el - e2) > r. 
(iii) ri (Z/22)’ sir est impair. 
L’tnonce de [7, Proposition 4.71 normalisait les valuations de et et ez par 
u(et) = 0 ou 1 et v(ez) 3 0, ce qui amenait a considerer sept cas de figure. Une 
demonstration simplifiee est donnee au no 4. En effet, nous ne distinguons que 
les trois cas de l’enonce (visiblement irreductible de l’un a l’autre). 
Notre propos ici est de determiner le groupe Ao(X), lorsque l’extension L est 
ramifiee (Proposition 2) et de calculer l’homomorphisme de restriction 
Ao(X), -+ Ao(X’)~, oti K’est une extension de degre fini de K et X’ = X XK K’ 
(Proposition 3). 
Les deux principaux resultats demontres ici sont done les suivants: 
Proposition 2. Supposons que I’extension L est ram$&e. Pour toute K-surface X 
lisseprojective K-birationnelle d la surface (1) Ie groupe Ao(X), est isomorphe 
(i) ti Z/22 siel/ez z l(mod. 111) et el E NrlK(LX’, 
(ii) ci (Z/2Z)‘siel/e2 E l(mod. m) et el $NL(K(LX), 
(iii) 2 (Z/22) 2 si e1 /e2 $ 1 (mod. m). 
La demonstration est donnee aux no’ 5-8. (Noter que les trois conditions sont 
en fait symetriques en er et e2. Par ailleurs, les types (ii) et (iii) sont K-bira- 
tionnellement distincts (voir Remarque IO).) 
Remarque 1. Soient a et c deux elements de K, distincts de 0 et de 1. On sait [7, 
Proposition 4.61 que la surface X definie par le systeme d’equations 
(4) 
{ 
a(dt2 - C2) = (7 + V)(T) + v), 
w2 - V2) = (7 + C)(< - U)> 
(une surface de de1 Pezzo de degre 4) est K-birationnelle i la surface (1) avec 
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rl = UC et e2 = u + c - 1. Par l’invariance birationnelle du groupe de Chow de 
O-cycles de degrk 0 [3, Proposition 6.31 (cf. no 3, Thkorime l), les Propositions 1 
et 2 dkterminent le groupe Ao(X),. Le rttsultat principal de Coombes et Muder 
[6, ThCor&mes 4.4 et 4.51 calcule ce groupe dans le cas oh L est non ramifiCe, par 
une &tude du Gal@ 1 K)-ensemble des droites trackes SW (4), K ktant une cl& 
ture algkbrique de K (voir aussi [8, Exemple 6.31). 
Proposition 3. Soient K’ une extension,finie de K, X une K-surf&e lisseprojective 
K-birutionnelle ti lu surfirce (1 ), et X’ = X x K K’. L’homomorphisme de restric- 
tion Ao(X), --) ,40(X’), es1 triviul si le degr4 n = [K’ : K] est pair; test un iso- 
morphisme sinon. 
La dkmonstration est donnke au no 9. 
Remarque 2. L’homomorphisme de corestriction Ao(X’), -+ Ao(X), est tou- 
jours injectif pour de telles surfaces, quel que soit le degrt n. C’est mime un 
isomorphisme pour n impair, d’apris les Propositions l-3 et le fait que le 
composC Ao(X), -Ago,) -A,,(X),, est la multiplication par n (voir par 
exemple [9]). Si n est pair et si K’ contient a, le groupe Ao(X’), est nul car 
alors X’ est K’-birationnelle ti PI [I, p. 7.11. L’ttnonck g&&al rksulte d’une 
proposition communiquie i I’auteur par Colliot-Thilkne; elle permet par ail- 
leurs de retrouver la Proposition 3. 
2. DES FORMULATIONS BQUIVALENTES 
Une reformulation des Propositions 1 et 2 fait voir plus clairement comment le 
groupe Ao(X), dkpend du type de rCduction de la surface (1). 
Supposons que L est non ramif&. Soient r une uniformisante de K et E; les 
images dans k des e,/&” si Y = 2nz ou r = 2m + 1 (cf. Remarque 5). 
ConsidCrons la k-cubique plane C et le point P sur C: 
(5) c : 1” = x(x - E,)(.Y - &>)I P = (&I, 0) 
La courbe C ne dkpend pas du choix de 7r, i k-isomorphisme prcs. Elle est lisse 
si ~1 # ~2 et singuliire en P sinon; Pest un point double ordinaire si EI = ~2 # 0 
et un point de rebroussement si EI = ~1 = 0. 
Proposition 4. Supposons que [‘extension L est non ram$de. Pour toute K-sur- 
,/icce X fisse projective K-birationnelle ci fa surface (l), ie groupe Ao(Xia est iso- 
morphe 
(i) & 0 si P est un point rPgulier, 
(ii) d Z/22 si P est un point double ordinaire, 
(iii) ri (Z/22) * si P est un point de rebroussement. 
I1 est clair que cette proposition est tquivalente i la Proposition 1. 
Supposons maintenant que I’extension L est ramifiCe. Soit 7r une uni- 
formisante de K telle que 7r E NLiK(LX) et dksignons par w : K” -+ kx l’ho- 
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momorphisme x H ~/7r”(~) (mod. m). Les normes NLiI((LX) sont prlcisement 
les x E K” pour lesquels w(x) E k ’ est un carrt (voir no 5). 
Soient &i = w(ei). La courbe C (5) est independante du choix de 7r, a k-iso- 
morphisme p&s, puisque w(el) = u(el). Elle est lisse si &1 # ~2 et singuliere au 
point P sinon; c’est alors un point double ordinaire qui est deploy& si et seule- 
ment si l’element ~1 = ~2 de k ’ est un cart-e. 
Une faGon succincte d’enoncer la Proposition 2 est la suivante: 
Proposition 5. Supposons que I’extension L est ramtjiee. Pour toute K-surface X 
lisseprojective K-birationnelle a la surface (1) le groupe As(X), est isomorphe a 
Z/22 si lepoint P de la cubique C (5) est un point double ordinaire deploy&; il est 
isomorphe a (Z/22) 2 sinon. 
DCmonstration de I’Cquivalence avec la Proposition 2. Dans les cas (i) et (ii), 
cette courbe est singuliere au point (~1 , 0); avec le changement de variable ?CI = 
x - ~1 pour que la singularite soit a I’origine, le terme homogene de plus bas 
degre du polynome definissant C est egal a y2 - E,x~; c’est done un produit de 
deux facteurs lineaires sur k si et seulement si ~1 est un carre dans k ‘, ce qui 
Cquivaut a dire que er E NLlrc(L”). Enfin, dans le cas (iii), la cubique C est 
lisse. 0 
3. LA MiTHODE DE CALCUL 
Elle est calquee sur la methode de [7, Proposition 4.71 et repose sur les quatre 
theoremes uivants: 
Thborkme 1 (Colliot-Thelene et Coray [3, Proposition 6.31). Le groupe de Chow 
des O-cycles de degre 0 sur une surface S lisse, projective, absolument connexe sur 
un corps F est un invariant F-birationnel de S. 
Ceci nous permet de ne demontrer les Propositions 1 et 2 que pour les surfaces 
de Chltelet; on suppose desormais que X designe une telle surface, don&e par 
l’gquation (2). 
Notons 0 le point singulier de la fibre a l’infini de la fibration en coniques 
f : X --+ PI et considerons I’application 
(6) Y : X(K) + Ao(X),> r(Q) = Q - 0. 
ThCorGme 2 (Colliot-Thelene et Coray [3, Theo&me Cl). Pour les surfaces de 
Chcitelet sur un corps local numerique, lapplication y est surjective. 
Soit K une cloture algebrique de K et posons X = X xx K. Le module galoisien 
Pit(X) est un groupe commutatif libre de type fini. Notons S le K-tore dont le 
Gal@/ K)-module de caracteres est le groupe Pit(x); on a S(E) = 
Homz(Pic(x), F’). Colliot-Thelene et Sansuc ont construit l’homomor- 
phisme caracteristique 
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(7) p : Ao(X)o -H’(KS(Tf)) 
pour la definition duquel le lecteur est prie de se reporter a [4]. 
ThCorGme 3 (Colliot-Thelene et Sansuc [4, Theoreme 51). Pour les surfucesfi- 
br6es en coniques au-dessus de la droiteprojective, l’homomorphisme cp est injectif: 
Une etude du Gal@ 1 K)-module Pit(X) fournit un isomorphisme (cf. [ll]) 
(8) L : H’(K, S(K)) --t (K”/ NLix(L”)) 2. 
Notons h : K” -Z/22 l’homomorphisme surjectif de noyau NL,~(L”) ; on 
identifie ainsi le quotient K”/ NLII((L~) a Z/22. 
La theorie de la descente de [5] (cf. [ll, no III, p. 33-l l] et [7, p. 591) donne une 
description explicite de la composee des applications (6)-(8): 
ThCor&me 4 (Colliot-Thelene et Sansuc [5, no IV]). L’application composke ~3 = 
~ocpoy:X(K) - (Z/22) ’ est don&e par la formule: 
(9) 
(h(l), h(l)) = 0 si x = c0, 
e(y : z : t ; x) = @(eie2), h(-el)) 
si x = 0, 
(h(el), h(el (el - e2)) si x = el, 
( (h(x), h(x - el)) sinon. 
Comme tous les points d’une fibre de f : X(K) --+ Pi(K) sont des O-cycles ra- 
tionnellement equivalents, on a une application induite f (X(K)) --+ (Z/22) 2 
encore notee 0. D’apres les Theoremes 2 et 3, I’homomorphisme Lo cp identifie le 
groupe AON, $ S(f (X(K))). 
La partie f (X(K)) de Pi(K) contient exactement 0, ei, e2, 00 et les x E K” 
satisfaisant x(x - ei)(x - e2) E NL,~(LX) (cf. equation (1)). 
Remarque 3. Soit N c f (X(K)) la partie contenant 0 et les x E f (X(K)) tels 
que TJ(X) = r. Pour calculer l’image de f (X(K)) par 0, on peut se restreindre a N 
(i.e. 8(N) engendre le groupe L o cp(Ao(X),)) grace au lemme suivant: 
Lemme 1. On a 6)(x) = 0 si U(X) < ret /3(x) = 0(O) si U(X) > r. 
DCmonstration. Comme, pour x E f (X(K)) (distinct de 0, el, e2 et oo),on a 
h(x) + h(x - el) + h(x- e2) = 0, il suffit de verifier que h(x- ei) = h(x) si 
t)(x) < r et h(x - ei) = h(-ei) si u(x) > r. C’est clair si l’extension L est non ra- 
mifiee car h est alors le compost K” ” --+ Z -+ Z/22; lorsque L est ramifite, ceci 
resulte de ce que h se factorise en K” - ox + k” -+ kX/kX2, le premier 
homomorphisme etant x H x/x”@), pour une uniformisante rr de K telle que 
7r E NLiI((LX) (cf. no 5). 
En derniere analyse, demontrer les Propositions 1 et 2 revient a determiner 
d(N). 
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4 LE CAS NON RAMIF 
Dans ce no, on demontre la Proposition 1. Supposons done que l’extension L est 
non ramifiee. 
La partie N de K (Remarque 3) contient precisiment 0, et, e2 et tous les x E K 
(distincts de 0, et et e2) satisfaisant U(X) = Y pour lesquels v(x(x - et)(x - ez)) 
est pair. I1 s’agit de calculer B(N). 
Le cus (i) Y est pair et v(el - e2) = Y : L’image de 0, et et e2 par 0 est triviale; 
pour tout autre x E N, on a f?(x) = 0 si w(x - et) = Y ; supposons done que 
n = ZJ(X - et) est > r. Comme x - e2 = s - et + (et - ez), on a 71(x - ez) = y et 
comme x E N, n doit etre pair, d’ou e(x) = 0. 
Le cus (ii) r e.Yt puir et v(el - e.2) > r : On pose n = U(et - e2). Si n est impair, 
on a 0(et) = (0, 1) et la preuve est terminee car l’image de tout element de Nest 
de la forme (0. *). Supposons done que n est pair et soit m un entier impair sa- 
tisfaisant r < m < n; on pose x = PI + T”‘, ou T est une uniformisante de K. Or 
s appartient a N puisque w(x) = r, u(s - ei) = m et U(X - rz) = m; on a 0(x) = 
(0,l). 
Le cus (iii) r est impair: On a G(O) = (0,l) et 0(et) = (1, *). 0 
(11 est a noter que l’hypothese ccp # 2~ n’a pas ite utilisee.) 
5. UNIFORMISANTES ADAPTBES 
Les no’ 5-8 sont consacrirs a la demonstration de la Proposition 2. 
Supposons done que l’extension L est ramifiee. Dans le present no, on at- 
tache, au choix T d’une uniformisante de K telle que T E NLII((L~), une appli- 
cation de reduction w : K ---f k. 
Soit M la partie de N (Remarque 3) contenant prtcisement et et les x E N tels 
quc 4.~) # w(el). 
Dans le no 6, on caracterise l’image u(M) c k. Ensuite, au no 7, on definit une 
certaine application 3 : k + (Z/22) ’ (11) et l’on determine le sous-groupe en- 
gendre par e(w( M)). Bien que les applications 8 et 3 o w ne commutent pas sur 
N, elles le font sur M. Par bonheur, on constate que B(N) = 8(M) (no 8), ache- 
vant ainsi de demontrer la Proposition 2. 
Dbfinition 1. On dira qu’une uniformisante T de K est adaptee a L si T E 
NLIK(L~). 
Lemme 2. II existe toujours des unijbrmisantes aduptt?es ri L. Pour une telle uni- 
,formisunte T, les normes NLII((L~) sont prPcisPment les x E K” pour lesyuels 
X/T”(‘) (mod. III) est un currP duns k ‘. 
DCmonstration. Soient w une uniformisante de K et t un gtnerateur du groupe 
k ‘/kx2. A l’aide de w, on identifie K”/ Kx2 a Z/22 x k”/kx2. Alors 
NLII((L~)/K~’ s’identifie soit a Z/22 x {l}, soit a ((0, l), (1, t)}; dans le pre- 
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mier cas, l’uniformisante m est adaptee i L et dans le second um (U E ox re- 
levant t) Pest. Cl 
Par exemple, lorsque K = Q,, et d = p, on peut prendre rr = p sip - 1 (mod. 4) 
etr=-psip=-l(mod.4). 
Choisissons desormais une uniformisante TT de K adapt&e a L et designons 
par w : K” -+ kx l’homomorphisme x H x/T”(.‘) (mod. nt). En posant w(0) = 
0, prolongeons-le en une application w : K ------f k. 
Remarque 4. L’homomorphisme compose K” -+ k ’ --f k “fk x2 est indepen- 
dant du choix de T car son noyau est egal a NLiK(LX) (Lemme 2); c’est la l’ho- 
momorphisme h qui intervient dans (9). 
Remarque 5. Dans l’equation (l), on peut supposer sans perte de generalite que 
ti. el et e2 appartiennent a 0, que r)(d) = 0 ou 1 et que r = 0 ou 1. Si u(d) = 1, on 
peut mime supposer que r = 0 car l’extension L = K(d) est alors ramifiee. 
krivons en effet e; = ~“ui, avec ui E ox et YT une uniformisante de K adaptte a 
L. Soient a, b E K” tels que r-jr = u2 - db’ (ce qui est possible puisque TT E 
NL)I((L~) ) ; le changement de variables ~‘1 = uy + dbz, ~1 = az + by, xl = T-‘.Y 
ram&e (1) d 
(10) 4’; - dzf = x1(x, - u,)(x, - ~2). 
Par contre, lorsque l’extension L est non ramifiee et r = 1, il n’existe pas de 
fonctions xr,yt,zl E K(X) et d’unites UI,UZ E ox satisfaisant la relation (10) 
car le groupe de Chow est different dans le cas (iii) de la Proposition 1 de ce qu’il 
est dans les deux autres cas. 
Lemme 3. Si XI, x2 E K” onl la mCme vuluation et si LLI(X,) # w(xz), on a 
uJ(x, - XI) = w(x,) - w(q). 
Dkmonstration. Posons n = U(Xi) et ecrivons x, = U;T” (UI, u2 E ox); on a 
+,j = ui (mod. m). Puisque w(xr) # w(x~), ur - u2 est une unite et par suite 
I~(x, - -x2) = IZ. D’ou: W(XI - x2) = ul - u2 (mod. in). Cl 
6. RhDUCTlON zi UN PROBLkME COMBINATOIRE 
Rappelons que M c N (no 5) contient precisement el et les x E N tels que 
w(.x) # w(rl); on a clairement w(M) = w(N). 
On pose E; = w(e;); on a ~2 E w(M), meme si e2 $ M. 
Lemme 4. La partie w(M) c k contient prPcisPment tous les t E k pour lesqurls 
t(t - ~~)(t - ~2) est un car&. 
(Autrement dit, w(M) est l’image de l’ensemble des points rationnels C(k) sur la 
cubique (5) par le morphisme x : C - Al..) 
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Dbmonstration. Si w(x) (pour x E M) est distinct de 0, ~1 et ~2, on a w(x - ei) = 
W(X) - w(e;) (Lemme 3). Comme le premier membre de 
w(x(x - el)(x - e2)) = u(x)(w(x) - 61)(4X) - E2) 
est un car&, w(x) vtrifie la condition de l’tnonct. 
Inversement, si t E k (distinct de 0, ~1 et ~2) verifie cette condition, on pose 
x = UT? avec u E ox relevant t; on a w(x - ei) = t - Q par le Lemme 3, si bien 
que x(x - ei)(x - e2) E N,JK(L”), c’est-a-dire que x E M; on a W(X) = t. q 
Lemme 5. Si ~1 = ~2, w(M) contient ous les carr% de k ‘, et aucun non carrt5 h 
l’exception Pventuelle de ~1 = ~2. 
Dkmonstration. C’est clair, d’apres le critere du Lemme 4. 0 
7. RihOLUTION DU PROBLkME COMBINATOIRE 
Dans ce no, on fait abstraction de l’origine du probleme; curieusement, cela le 
rend plus concret. 
Soit k un corps fini de caracteristique impair. 
On fixe, une fois pour toutes, un element non carr6 CY E k ‘. 
Lemme 6. Pour E E k ‘, il existe toujours un < E k ’ tel que t2 - E soit non carrt, 
saufsik=FjetE= 1. 
DCmonstration. Considerons la conique t2 - &C2 = (~7~ dans le plan P2,k de 
coordonntes homogenes [ : n : <; elle possede q + 1 points k-rationnels (ou 
q = Card(k)) dont aucun n’est sur la droite < = 0 et aucun sur la droite 77 = 0 
non plus si E n’est pas un carre. 0 
Les trois lemmes qui suivent sont des consequences directes de ce que tout 
espace homogene principal E sous une k-courbe abelienne est trivial, c’est-i- 
dire que E(k) # 0. En effet, dans chaque cas, les equations a rtsoudre (rendues 
homogenes) definissent une courbe E lisse, projective, absolument connexe, 
intersection de deux quadriques dans P3; c’est done un espace homogene prin- 
cipal sous sa jacobienne. Les hypotheses upplementaire sont la pour s’assurer 
que les points rationnels de cette courbe sont tous dans l’ouvert &<A # 0; si 
([ : 7 : ( : 1) E E(k), c, Q, < repondent a la question. 
Lemme 7. Soient Sf et 62 des Gments distincts de k ‘. II existe t.f, 7, < E k ’ tels 
que f2tf2 - Sf = q2 et at2 - S,2 = crc2. 
Lemme 8. Soient 6: et C@ des Gments de k x. Supposons que 6: - ~26; est un 
car&. I1 existe alors <, 7, ( E k” tels que tf2 - 6: = av2 et c2 - alit = (rc2. 
Lemme 9. Soient CYSF et ~~522 desdl6ments distincts de k ‘, Supposons que - 1 n’est 
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pas un carrt; dans k”. II existe alors <, r], 5 E kx tels que t2 - (~6~ = w12 et 
<’ - cy6; = cYc2. 
Comme il a Cte dit, ces trois lemmes resultent de ce que les equations qui in- 
terviennent, rendues homogenes, definissent une courbe de genre 1 sur le corps 
fini k dont aucun point k-rationnel nest sur les axes de coordonnees. 
Soient maintenant ~1, ~2 des elements (distincts ou non) de k” et ~1.2 = 
~1 - ~2 si e1 # ~2, arbitraire dans k” sinon. Definissons une application 
8 : k --+ (Z/22) * par la formule (a comparer avec (9)): 
1 
([QE~], [-&I]) si t = 0, 
(11) 3(t) = ([El], klE1.2)) si t = El: 
@I> It- 4) sinon, 
ou [ ] : k x -+ Z/22 est le quotient modulo les car&. 
Soit R la partie de k contenant tous les t E k pour lesquels t( t - cl) (t - ~2) est 
un carrt (cf. Lemme 4). 
Lemme 10. Si ~1 = ~2 et si chest un carrk, alors e(O) engendre le sous-groupe 
(0) x z/22. 
DCmonstration. L’ensemble 52 contient tous les car& de kx et ne contient 
aucun non carre (cf. Lemme 5); il est done clair qu’un Clement du type (1, *) ne 
peut pas appartenir a Er( G). 
Si k = FJ et ~1 = 1, on a e(O) = (0,l) ( comme quoi, le petit zero sert a quel- 
que chose). Sinon, le Lemme 6 fournit un 6 E k x tel que E2 - &l soit non carre; 
on a alors 5’ E Ret 3(t2) = (0,l). q 
Lemme 11. Si ~1 = ~2 et si ce n’est pas un car&, alors g(0) engendre le groupe 
(z/22)*. 
DCmonstration. On a 3(&r) = (1, *). D’autre part, le Lemme 6 fournit un 
E E kx tel que E2 - EI soit non carre; on a alors E2 E R (cf. Lemme 5) et 
3(<2) = (0,l). 0 
Lemme 12. Supposons maintenant que ~1 # ~2. Alors 8(Q) engendre le groupe 
(z/2z)2. 
DCmonstration. 11 y a quatre cas a considerer. 
l ~1, ~2 sont tous deux des car&. Alors le Lemme 7, applique au couple 
(~1, EZ), fournit un [i E kx tel que f$f E 0 et que B(cr[f) = (l,O); le meme 
lemme, applique au couple (~2, ei), fournit un & E k x tel que a<,’ E Q et que 
S(&) = (111). 
0 ~1 est un carre, ~2 ne l’est pas. On a e(O) = (1, *). Si El - ~2 n’est pas un 
carre dans k ‘, on a 3(&i) = (0,l). Sinon, le Lemme 8 fournit un 5 E k x tel que 
[* E 0 et que e([*) = (0,l). 
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0 E~ n’est pas un carrk, ~2 en est un. On a J(O) = (1: *). Si ~2 - EI n’est pas 
un carrk dans k ‘, on a 8(&z) = (0, 1). S’ mon, le Lemme 8 fournit un < E k” tel 
que <’ l Ret que @t2) = (0; 1). 
l ~1 (Q sont tous deux des non carrks. On a I = (1, *). Si -1 est un 
carrk dans k ‘, on a 8(O) = (0, 1). Sinon, le Lemme 9 fournit un < E k” tel que 
<’ E Ret que 8(t2) = (0, 1). 0 
X. LE CA.7 RAMIFIk 
Nous allons utiliser les rksultats du n” 7 avec EI = w(ef), ~2 = U(Q), ~1.2 = 
LJ(~, - ~2) dans la dtfinition (11) de j et R = w(M) (cf. n” 6), ce qui est loisible 
g&e au Lemme 4. 
Lemme 13. Les upplications H et 8 o w coi’ncident sur M c N. 
DCmonstration. C’est clair d’aprks le Lemme 3 et les dkfinitions. 0 
Rtsumons d’abord les rksultats du calcul de 8(U) dans les trois cas: 
Le cas (i) el/ez f 1 (mod. m) et ei E NLiK(LX): Dans ce cas on a EI = ~2 et 
cet Gment est un carrk dans k ‘. Le Lemme 10 affirme alors que e(Q) engendre 
le sous-groupe (0) x Z/22. 
Le cm (ii) el /e? - 1 (mod. m) et el +! NL,~(LX): Ici EI = ~2, mais ce n’est pas 
un carrk. Le Lemme 11 affirme que J(0) contient (0,l) et (1, *). 
Lr cm (iii) el /e2 $ 1 (mod. m): Ici EI et ~2 sont distincts. 11 a &tC dkmontrk au 
Lemme 12 que a(R) engendre le groupe (Z/22)‘. 
Pour terminer la dkmonstration de la Proposition 2, il suffit de remarquer 
qu’un Gment s E N qui n’est pas dans M (done tel que w(_x) = EI) a pour image 
Q(x) = (0. *) dans le cas (i). 0 
Remarque 6. Les courbes de genre 1 qui interviennent dans la dkmonstration 
du cas (iii) admettent un morphisme vers la courbe abklienne (5) qui s’t‘crit 
s = a<“, y = U&C si ~1, Q sont tous dew des car& et x = t2, y = ct@& sinon 
(avec les notations des Lemmes 7--9.) 
Remarque 7. C’est le groupe Ao(X),, qui est un invariant birationnel de X (n” 3, 
Thiorkme 1) et non le plongement Ao(X), -+ (Z/2Z)2. En effet, soient 
ei. ei E K” des kliments tels que w(-e;) soit un carrk et u(e{) < zJ(ei). Pour la 
surface de Chitelet Y (cf. (2)): 
y2 - dz2 = xx/(x - eix’)(x - ejx’)t’, 
l’image de A,,(Y)” est t-gale i Z/22 x (0); par contre, en se ramenant au cas (i) 
de la Proposition 2 par le changement de variable XI = x - ei, on trouve 
(0) x Z/22 comme image de Ao(X),, X ktant la surface de Ch4telet (2) avec 
el = -ei, e2 = ei - e[. 
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9. L’HOMOMORPHISME DE RESTRICTION 
Dans ce no, nous demontrons la Proposition 3, par une division assez naturelle 
en quatre cas suivant le type de ramification de L et de K’. Comme dans les 
demonstrations des Propositions 1 et 2, on peut supposer que X est une surface 
de Chatelet, donnee par l’equation (2). 
Si d est un carre dans K’, la surface X’ = Xx KK’ est K’-birationnelle i P2 et 
Ao(X’), = 0 [l, p. 7.11. Comme le degre [K’ : K] est alors pair, la Proposition 3 
dit que l’homomorphisme Ao(X), --+ Ao(X’), est nul, ce qui est trivialement 
vrai. On va supposer done que d n’est pas un carre dans K’ non plus. 
L’extension quadratique L’ = K’(d) de K’ est ramifiee si et seulement si 
o’(d) est impair, ou w’ est la valuation normalisee de K’. 11 lui correspond un 
homomorphisme surjectif h’ : K’” -+ Z/22 de noyau NL,rlc~(L’“). Comme 
nous allons le voir, tout revient h la determination de la restriction h’ IKti. 
Relativement a X’ sur K’, on designe par N’ c K’ l’analogue de l’ensemble N 
(Remarque 3) pour X sur K et par 0’ : X’(K’) -+ (Z/2Z)2 l’analogue de l’ap- 
plication (9), ainsi que l’application qu’il induit sur N’. 
Abregeons Ao(X), en A et Ao(X’), en A’. On dispose des applications 
0 : N-A et 8’ : N’ ----f A’ dont les images engendrent (Remarque 3) ces 
groupes, et de l’inclusion N c N’. I1 s’agit de calculer l’image de 8’ IN. 
I1 est clair qu’on peut supposer que l’extension K’ 1 K est ou bien non ramifite, 
ou bien totalement ramifiee. 
l Supposons que les extensions L et K’ de K sont non ran$2es. 
Dtmonstration. Dans ce cas, le degre [K’ : K] ne peut pas etre pair puisque 
nous avons suppose que K’ est lineairement disjointe de L. L’extension L’ de K’ 
est non ramifite et comme ‘u’ lKx = 24 on a 8’ IN = 19. Par suite, l’application 
A -+ A’ est un isomorphisme. 0 
Remarque 8. D’apres la Proposition 1, le groupe Ao(X’), ctreste le meme)) que 
Ao(X), lorsqu’on passe de K a une extension non ramifiee K’, qu’elle soit de 
degre pair ou impair. 
l Supposons que I’extension L est non ram$t!e et que K’ est ramljite. 
Di?monstration. L’extension L’ de K’ est non ramifiee. Comme la restriction de 
8’ a N est 0 si [K’ : K] est impair (puisqu’alors w’(x) a la meme parite que v(x), 
quel que soit x E KX) et 0 sinon (car V’(X) est pair quel que soit x E KX), la 
Proposition 3 est demontree dans ce cas. 0 
Remarque 9. Noter que, d’apres la Proposition 1, Ao(X), ((reste le meme)) 
quand on passe de K a K’ sauf si on est dans le cas (iii) (de la Proposition 1) au 
depart et si [K’ : K] est pair, auquel cas Ao(X), est change de (Z/22)* en 0 si 
74~3 - e2) = r (bonne reduction potentielle) et en Z/22 si v(ei - e2) > r (re- 
duction multiplicative potentielle). 
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l Supposons que 1 ‘extension L est ram@e et que K’ ne 1 ‘est pas. 
Ddmonstration. L’extension quadratique L’ de K’ est ramifiee. Soit K une uni- 
formisante de K adaptee a l’extension L; T est alors une uniformisante de K’ et 
elle est adaptee i L’ (comme T E NLII<(L~), il appartient aussi a NL,II(t(L’X)). 
On note w’ : K’” --+k’” l’homomorphisme attache a l’uniformisante T (cf. 
no 5). On associe a El = w’(ei), ~2 = w’(e2) et ei,2 = w’(ei - e2) une application 
8’ : k’-+(Z/2Z)2 de la meme man&e que 8 l’avait CtC (no 7) a ~1 = w(ei), 
~2 = w(e2) et ~1.2 = w(ei - e2). 
Notons R = w(M) et R’ = w’(M’), oti M’ c N’contient precisement el et les 
x E N’ tels que w’(x) # w(ei) ( c f. nos 6 et 8). On a l’inclusion R c Q’ et les dia- 
grammes 
sont commutatifs. L’image de M -+ A’ se calcule done via 3’ o w. Mais la res- 
triction de 8’ a 52 est Cgale a 0 si [K’ : K] est pair (car k ’ c k’x2) et a 3 sinon (car 
kfx2 fl k ’ = k x2), d’oti la Proposition 3 dans ce cas. 0 
Remarque 10. Noter que, d’apres la Proposition 2, At(X), ctreste le meme)) 
quand on passe de K a K’ sauf si on est dans le cas (ii) (de la Proposition 2) au 
depart et si [K’ : KJ est pair, auquel cas il est change de (Z/2Z)2 en Z/22 (po- 
tentiellement reduction multiplicative dtployee). 
l Supposons que les extensions L et K’ sont toutes deux ramljiides. 
DCmonstration. Considerons d’abord le cas oh n = [K’ : K] est impair. L’ex- 
tension L’ de K’ est alors ramifiee. La restriction de h’ a K” est h: il suffit de 
faire voir que h’ JK x n’est pas nulle. Prenons une uniformisante w de K qui n’est 
pas adaptte a L, c’est-a-dire telle que a $!NLiI((LX). Alors a $NL,~I(~(L’X), car 
sinon a” = N,tlrc(w) appartiendrait a N L,~~(L’x) et afortiori A NL~~(L~), mais 
/~(a”) = n/z(w) = 1. Comme h’(w) = 1, la restriction de h’ a KX n’est pas nulle 
et l’on a bien h’ /xX =. h. Par suite, l’application A --) A’ est surjective. 
Si n = [K’ : K] est pair, l’extension L’ de K’ est non ramzjike. Comme w’(x) est 
pair quel que soit x E K”, on a e’(M) = 0 et l’application A -+ A’ est 
nulle. •i 
Remarque 11. Si l’extension K’ 1 K est de degrt pair, le groupe A*(X), ccreste le 
meme)) quand on passe de K a K’ si on est dans le cas (i) (de la Proposition 2) au 
depart. 11 est change de (Z/2Z)2 en 0 dans le cas (iii) (bonne reduction po- 
tentielle) et en Z/22 dans le cas (ii) (potentiellement reduction multiplicative). 
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